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Abstract 
A bijection between convex polyominoes and words of an algebraic language gives a system of 
q-equations for the generating function of these polyominoes according to their height, width and 
area. Enumerating convex polyominoes according to the area is an open problem. Although we were 
not able to solve these equations in the most general case, the results in this paper constitute a first 
step towards the solution. 
Un codage des polyominos convexes par les mots dun langage algibrique fournit un systtme de 
q-equations pour la serie generatrice de ces polyominos, tnumeres suivant les parametres hauteur, 
largeur et aire. Bien que nous ne sachions pas resoudre ces equations dans ce cas le plus general, elles 
constituent toutefois le premier resultat exact relatif au probltme ouvert d’enumtrer ces polyominos 
suivant faire. 
Introduction 
Les polyominos sont des objets connus et etudies depuis longtemps en combinatoire. 
11s interviennent egalement dans l’etude de certains modeles de physique statistique, le 
plus souvent sous la forme equivalente d’animaux. 
Considerons le plan R x R. Une cellule tltmentaire est un carre [i, i + l] x [j,j + 11, 
oti i et j sont des entiers. On appelle polyomino toute union de cellules elementaires, 
d’interieur connexe, et definie a translation pres (Fig. 1). Si on remplace chaque cellule 
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Fig. 1. Un polyomino et l’animal assock 
Hauteur 
Largeur 
Fig. 2. Un polyomino convexe. 
tltmentaire d’un polyomino par son centre, l’ensemble des points obtenus forme un 
animal. 
L’enumtration des polyominos (ou des animaux) gintraux est un probleme en- 
tierement ouvert, pour lequel on ne dispose a l’heure actuelle que de majorations 
asymptotiques (Klarner, Rivest [17]). En revanche, il existe deja de nombreux 
resultats relatifs a l’enumeration de certaines sous-familles de polyominos, et notam- 
ment celle des polyominos conuexes. 
Un polyomino est verticalement (repectivement horizontalement) convexe lorsque 
toutes ses intersections avec les colonnes [i, i + l] x 1w (respectivement lignes 
[w x [j,j + 11) du plan sont convexes. Un polyomino qui est a la fois verticalement et 
horizontalement convexe sera dit convexe (Fig. 2). 
Delest et Viennot [12] ont demontre que le nombre de polyominos convexes de 
perimetre 2n + 8 est (2n + 11)4” - 4(2n + l)(y). Ce resultat a ensuite ete retroud par 
Kim [16], puis raffine par Chang et Lin [3], qui ont donne la strie generatrice de ces 
objets selon la hauteur et la largeur (c’est-a-dire le nombre de lignes et de colonnes). 
Le resultat de Delest et Viennot est l’un des premiers resultats nouveaux obtenus 
grace a la mkthodologie DS V, introduite par Schtitzenberger, et abondamment utilisee 
depuis. Son principe consiste a coder les objets que l’on cherche a enumerer par les 
mots dun langage algbbrique engendrt par une grammaire non ambig@. L’ensemble 
des rtgles de dbrivation de cette grammaire fournit ensuite un systeme d’tquations 
algebriques dont l’une des composantes de la solution est la serie generatrice des 
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objets ktudik Cette mtthode a d’abord permis de mieux comprendre l’algkbricitt de 
skies gbnkratrices d&j& connues (on peut par exemple titer les travaux de Cori [4-61, 
Cori et Richard [7], Cori et Vauquelin [S], relatifs aux cartes planaires), avant de 
fournir de nouveaux rksultats d’knumkration [9, 10, 12, 13, 14, . ..I. 
Rkemment, Delest et F6dou [ll, 13, 141 ont introduit un q-analogue de la 
mkthodologie DSV, en s’inspirant de la notion connue en informatique thtorique 
sous le nom de grammaire d’attribus. Ce principe permet dksormais d’kcrire des 
kquations sur des skies gkntratrices qui ne sont plus elles-memes algkbriques, 
mais sont des q-analogues de skies algtbriques. Une premike application de cette 
m&hodologie “q-DSV” est l’knumirration des polyominos paralltlogrammes, 
comptts suivant la largeur et l’aire. Delest et Fidou ont en effet dkmontrt que la 
sitrie gknkratrice de ces objets est solution d’une q-hquation, qu’ils sont ensuite 
parvenus i rtsoudre (ce qui est remarquable, car il n’existe pas de mkthode 
systtmatique pour rksoudre ce type d’kquations), exprimant ainsi la strie gkkratrice 
des polyominos paralltlogrammes comme un rapport de deux q-analogues de fonc- 
tions de Bessel. 
Nous prolongeons ici leur travail en utilisant, pour coder les polyominos convexes, 
le codage g proposk par Delest [9] pour les polyominos verticalement convexes. Les 
images par g des diffkrentes sous-classes de polyominos convexes auxquelles nous 
nous intkressons sont des langages engendrts par des grammaires algibriques non 
ambiguk. Nous parvenons A un systkme de q-Cquations qui rkgissent les skies 
gkntratrices des polyominos parall6logrammes, des polyominos convexes dirigh et des 
polyominos convexes, comptks suivant la largeur, la hauteur et l’aire. Dans le cas 
particulier oti le paramitre q vaut un, ce systime est algkbrique et fournit alors tous les 
rksultats que l’on peut souhaiter relativement A l’tnumkration de polyominos conve- 
xes suivant la hauteur et la largeur. 
Notons enfin que l’knumlration suivant hauteur, largeur et aire de ces diffkentes 
classes de polyominos convexes a aussi kti: abordke par une autre voie, qui relie ce 
problgme 1 celui de l’tnumkration de certains empilements de pikes [l, 21. 
1. Polyominos convexes 
Rappelons les dkfinitions des plus classiques des sous-classes des polyominos 
convexes. Toutes peuvent &tre caracttrisites par les positions relatives de quatre points 
particuliers du polyomino. 
Soit P un polyomino convexe, et R le plus petit rectangle le contenant: P et R ont 
alors meme pCrim?ztre, ce qui constitue d’ailleurs une caracttrisation des polyominos 
convexes. Soit [N, N’] (respectivement [W, WI], [S, S’], [E, I?‘]) l’intersection de la 
front&e de P avec le c8tk suptrieur (respectivement gauche, infkrieur, droit) de R, les 
points N, N’ , W, W, S, S’, E, E’ irtant pris dans l’ordre trigonomktrique (Fig. 3). 
Le rep&age de ces points permet de dkfinir les polyominos parall~logrammes, les 
polyominos tas et les polyominos convexes dirigts, de la faGon suivante (Fig. 4). 
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Fig. 3. Rep&rage des points N, N’, S, S’, W,IV’, E, et E’ sur un polyomino ccmvexe 
S 
Un polyomino parallClogramme 
N 
Un polyomino convexe dirigC g gauche 
S’ 
Un polyomino tas 
S 
Un polyomino convexe dirigC 5 droite 
Fig. 4. Diffkrentes families de polyominos convexes 
Les polyominos parall6logrammes sont les polyominos convexes vkrifiant les deux 
relations N = E’ et S = W”. Les polyominos tas sont les polyominos convexes vkrifiant 
N = E’ et E = s’. Les polyominos convexes &rig& h gauche sont les polyominos 
convexes vkrifiant N = E’ et enfin les polyominos convexes dir@ h droite sont les 
polyominos convexes vtrifiant S = IV. 
Le codage g que nous allons utiliser par la suite a ttk, $ l’origine, introduit par 
Delest [3] pour coder les polyominos verticalement convexes. Les polyominos con- 
vexes ktant verticalement convexes, on peut bien stir leur appliquer ce codage. 
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Toutefois, il est malaise de dtcrire l’image par g de l’ensemble des polyominos 
convexes. En revanche, nous allons definir deux sous-classes d et W qu’il suffit 
d’tnumerer pour pouvoir calculer la serie gedratrice des polyominos convexes, et 
dont les images par g sont des langages algtbriques engendres par des grammaires 
non ambigues. Ces deux sous-classes ont deja Cte introduites dans [l] pour parvenir 
a une premiere expression de la serie gtntratrice des polyominos convexes. 
Notations. &ant donne un point M element de {N, N’, W, W’, S, S’, E, E’}, D,v 
designera la droite verticale passant par M. 
Si M et M’ sont elements de {N, N’, W, W’, S, S’, E, E’}, on notera Du I Du, 
(respectivement D, < DMM’) si Dw est sit&e i gauche (respectivement strictement 
a gauche) de DMM.. 
Dbfinition 1.1. L’ensemble d sera l’ensemble des polyominos convexes tels que 
Ds < DN. L’ensemble .QZ’ sera l’ensemble des polyominos convexes tels que DN, < Ds). 
L’ensemble d n d’ sera note 98. 
Exemples. Voir Fig. 5. 
Lemme 1.2. (i) La r&union de d et d’ est l’ensemble des polyominos convexes. 
(ii) Toute symktrie d’axe vertical Cchange les blbments de d et d’ et laisse invariants 
les trois paramktres largeur, hauteur et aire. 
Preuve. (i) Raisonnons par l’absurde, en considerant un polyomino convexe qui ne 
serait ni dans d, ni dans d’. On aurait alors D, 2 DN et DN, 2 Ds,. Mais les inegalites 
D,, < DN et Ds < Dsr sont toujours verifiees, et meneraient alors 
a D,, 2 DN, < DN I Ds I Ds,, ce qui est absurde. 
(ii) Ce second resultat est trivial. (Rappelons que les polyominos sont definis 
a translation pres.) Le second polyomino de la Fig. 5 est l’image du premier par une 
telle symetrie. 0 
Remarque. Pour inumerer les polyominos convexes suivant le perimetre, Delest et 
Viennot [ 123 proposent une partition de l’ensemble des polyominos convexes en trois 
sous-ensembles, dtfinis respectivement par Ds < DN, Ds = DN et Ds > DN, qu’ils 
enumerent stparement. 11s appellent polyominos de type I les elements de &. Mais 
cette partition, n’utilisant pas de propriete de symetrie, aboutit ensuite a trois 
enumerations distinctes, et non deux. 
Notations. Soit 9 une famille de polyominos convexes. La sbrie gbnbratrice des 
polyominos de 9 est P(x, y, q) = 1 x”y”q”P,,,,,, oti I’,,,,, designe le nombre 
d’elements de 9 de largeur n, de hauteur m et d’aire a. 
On notera A(x, y, q) (respectivement A’(x, y, q), B(x, y, q)), la serie gentratrice des 
elements de ~2 (respectivement A@, B). Remarquons que A(x, y, q) = A’(x, y, q). 




Polyomino de Q Polyomino de 0’ 
1 
s s 
Polyomino de a3 
Fig. 5. Elements d, d’ et ~8. 
Enfin, X(x, y, 4) (respectivement Y(x, y, q), 2(x, y, q)) dkgnera la slrie gk-kratrice 
des polyominos parallklogrammes (respectivement convexes dirigks P gauche. 
convexes). 
Corollaire 1.3. La strie gknPratrice Z(x, y, q) des polyominos convexes est 
z = 2A - B, 
oli A (respectivement B) &urn&e les polyominos de d (respectivement 9#). 
2. Langages et mots de Dyck 
SOit A un ensemble, et A* l’ensemble des mats s’kcrivant u = a,. . . ak, od, pour tout 
i, la lettre ai est tlkment de A. On munit A* de l’oplration de concattnation qui associe 
au couple (u, v) le mot uv obtenu en juxtaposant u et u. L’ensemble A est appelk un 
alphabet, et A* est le mono’ide libre engendrk par A. 
On considtre l’alg&bre Z{(A)) des sCries formelles non commutatiues de la forme 
c usA* n,u, oti les n, sont tlkments de Z, et u dCcrit l’ensemble A*. Cette alg;bre est 
munie de I’addition usuelle et du produit dkduit du produit de concatknation des 
mots. 
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Soit 9? un langage inclus dans A*. La strie gCnCratrice formelle des mots de 9 
est 3 = CueY u. Lorsque 9’ est engendrt par une grammaire algtbrique non 
ambigui2, la serie g satisfait un systeme d’tquations algebriques, en variables 
non commutatives. 
L’exemple le plus classique de langage algebrique est celui des mots de Dyck (aussi 
appeli langage de Dyck restreint b deux lettres ou systhmes de parenthbes bien form&), 
note 9. Un mot de Dyck u est un mot non vide de {x, X}*, verifiant les deux 
conditions suivantes: 
(i) 1~1, = IulX, 
(ii) si u = uw, Iv/, 2 (ul,, 
06 1~1, designe le nombre d’occurrences de x dans u. 
Pour ecrire l’equation satisfaite par la serie gtneratrice formelle des mots de 
Dyck, remarquons qu’un tel mot se factorise de facon unique sous la forme XUXU, 
ou u et v sont soit vides, soit des mots de Dyck. 11 est equivalent de dire que 9 
est engendre par la grammaire algebrique donnee par les quatre regles de dtriva- 
tion suivantes: 
D+ xX, 
D -+ xD.2, 
D -+ xXD. 
D --+ xDXD. 
L’tquation 3 = XX + x@ + xX3 + X~C@ s’en deduit. 
Soit u un mot de Dyck; on appelle pit de u tout facteur xX dans u, qui s’ecrit alors 
u = vxXw. La hauteur de ce pit est 1 + (~1, - [al,. 
Les mots de Dyck peuvent Ctre representes par des chemins de Dyck (Fig. 6) en 
codant par un pas Nord-Est chaque lettre x et par un pas Sud-Est chaque lettre X. 
L’existence de cette representation explique le choix de la terminologie “pi?. 
Exemple. Le chemin de Dyck associe au mot .xxXxlXxxxxlXxXXX est le suivant. I1 
prbente quatre pits, dont les hauteurs sont, de gauche a droite, 2,2,4, 3. 
Fig. 6. Un chemin de Dyck. 
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2.1. M&thodologie DSV 
Dans sa version la plus simple, cette mCthodo1ogie consiste B construire une 
bijection (ou codage)f‘entre les objets que l’on veut &num&rer et les mots d’un langage 
ulgbbrique 9, de telle sorte que la taille d’un objet donnit soit la longueur-c’est-A-dire 
le nombre de lettres-de son image par ,f: Si le langage _Y est engendrk par une 
grammaire algdhrique non ambig@, la s&rie gknkratrice formelle 2 des mot de _Y satis- 
fait un systlme d’kquations en variables non commutatives. Ceci permet d’tcrire 
ensuite un systkme d’tquations algkbriques, dont l’une des composantes de la solution 
est la s&rie g&nCratrice L des objets &tudi&. 
C’est ici un raffinement de cette mithodologie que nous allons utiliser. Son principe 
consiste de nouveau B coder les polyominos par les mots d’un langage algkbrique, 
mais le systtme d’tquations auquel nous aboutissons n’est plus algkbrique. 
3. Codage 
3.1. Mots de Dyck color&s 
Nous avons introduit dans le paragraphe pricttdent les mots de Dyck. Le codage 
des polyominos verticalement convexes prtsentk ci-dessous fait intervenir des mots un 
peu plus gCn&aux, que nous appellerons mots de Dyck color&. Un mot de Dyck colorb 
est un mot non Cde de {x, X, y, j}* vlrifiant les deux conditions suivantes: 
(i) 14, + 14,) = Id + 14, 
(ii) si u = VW, lvlX + /III,, 2 Iu(, + (L’lp. 
On reprksentera ces mots par des chemins de Dyck color&s, en codant chaque lettre 
x (respectivement y) par un pas Nord-Est noir (respectivement Nord-Est rouge), et 
chaque lettre X (respectivement j7) par un pas Sud-Est noir (respectivement Sud-Est 
rouge). 
Soit u un mot de Dyck color&. On appelle pit de u tout facteur ai; dans u, oti a et 
b sont tltments de ix, yI . \* Le mot u s’kcrit alors vab;y; la hauteur de ce pit est 
1 + IC’I, + I$ - Ic’lx - Iulp. 
Exemple. Le mot de Dyck colori: u = xxyxXXxjjxyxyX~XX.?yj prbente quatre pits, 
de hauteurs respectives 4, 3, 5, 1, et est reprCsent6 par le chemin de la Fig. 7, dans 
lequel on indique par des tirets les segments rouges. 
3.2. Polyominos verticalement convexes 
Rappelons qu’un polyomino est dit verticalement convexe lorsque toutes ses 
intersections avec les colonnes [Ii, i + l] x IT! du plan sont convexes (Fig. 8). 
Dtcrivons d’abord le codage proposi: par Delest [9] pour les polyominos verticale- 
ment convexes (dont les polyominos convexes sont un cas particulier). 
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Fig. 7. Chemin de Dyck color& 
Soit P un polyomino verticalement convexe de hauteur n, A m colonnes, notees, de 
gauche a droite, Cr , . . . , c,. On munit le plan dun rep&e orthonorme tel que P soit 
inclus dans le rectangle defini par 0 I x I m, 0 I y I n (Fig. 8). Pour 1 I i I m, soit 
(0) x [bi, si] la projection de la colonne Ci sur l’axe Oy, parallelement a Ox. La base 
(respectivement le sommet, la hauteur) de Ci est bi (respectivement si, si - bi). 
Soient Q, = 0, c(, = S, - b, - 1, et, pour 1 I i I m - 1, tli = bi+l - bi. 
Soient /I0 = s1 - b, - 1, fim = 0, et, pour 1 I i < m - 1, pi = Si+r - si. Les deux 
(m + 1)-uplets (x0,. . ., a,) et &,...,Pm) suffisent a caracteriser P. 
Soit alors y : Z x Z --t {x, X, y, y>*: 
(x7 B) -+ XaxB si M 2 0 et /I 2 0, 
X”$Pl si a 2 0 et b I 0, 
y’a’xfl si c( I 0 et /3 2 0, 
ylPlyM si a I 0 et /I I 0. 
Dkfinition 3.1. Soit g I’application de l’ensemble des polyominos verticalement 
convexes dans l’ensemble des mots de {x, X, y, y}* difinie par: 
g(P) = 24x0, Bo)x~Y(~,, PI)XX ... xQ(&tI, /An), 
oti (t-X0,..., a,) et (PO,..., ,$,) sont les deux (m + 1)-uplets associes a P comme 
ci-dessus. 
Definition 3.2. Soit V le sous-ensemble de {x, X, y, y}* forme des mots de Dyck 
bicolores u s’ecrivant u,xXu, xX . . . xXU,, avec m 2 1, et verifiant les trois conditions 
suivantes: 
(a) u. E Ix>*, 
(b) u, E Ix}*, 
(c) ui E (Z}*(x}* u {X}*(y)* u {y}*(x}* u {y}*{y}* pour 1 I i < m - 1. 
Proposition 3.3. L’application g rbalise une bijection entre les polyominos verticalement 
convexes et les mots de V. De plus, si g(P) = u: 
~ la largeur de P est le nombre de pies de u, 
- le pPrimPtre de P est la longueur de u, augment&e de deux, 
~ I’aire de P est la somme des hauteurs des pits de u. 
Preuve. On se reportera a Delest [9]. q 
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-m=S, 
- (b 1,.A,) = (1, 1, 0, 2, 3, 2, 2, 21, 
- (s rr...rsm) = (5>4, 3, 6 5, 6 3,4), 
- (aO,..., a,) = (O,O, -I,% 1, -1, 0, 0, 11, 










Fig. 9. Un polyomino verticalement convexe et son codage. 
Les polyominos convexes Ctant bien sGr verticalement convexes, on peut leur 
appliquer ce codage. Toutefois, il est malaise de decrire I’image par g de l’ensemble des 
polyominos convexes. En revanche, on va savoir caracteriser les images par g des 
sous-ensembles d et SI definis dans le Paragraphe 1. On obtiendra ainsi des equations 
portant sur les series generatrices des polyominos de d et g, que l’on pourra ensuite 
transcrire, au vu du Corollaire 1.3, en equations regissant la serie generatrice des 
polyominos convexes. 
Exemple. Le mot de V associe au polyomino verticalement convexe de la Fig. 8 est 
reprtsente par le chemin de la Fig. 9. 
3.3. Polyominos parallPlogrammes 
Un polyomino verticalement convexe est un polyomino parallelogramme 
(Fig. 10.1) si et seulement si cli 2 0 et /Ii 2 0 pour tout i. L’image par g de l’ensemble 
des polyominos parallelogrammes est done l’ensemble des mots de Dyck, note 9. 
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3.4. Polyominos convexes dirigh 
Un polyomino verticalement convexe est un polyomino convexe dirige a gauche 
(Fig. 10.2) si et settlement si il existe un entier p 2 0 tel que: 
0 cli I 0 pour 0 I i 5 p et ri 2 0 pour i 2 p + 1, 
0 /Ii 2 0 pour tOUt i. 
Done l’image par g de l’ensemble des polyominos convexes diriges a gauche est 
l’ensemble I des mots de Dyck bicolores s’tcrivant uOxXul xX . . . XXU,, et verifiant 





4n E {x)*3 
if existe p 2 0 tel que Ui E {y}* {x}* pour 0 < i 5 p 
et Ui E {x>*{x)* pour p + 1 5 i I m. 
(G) 
De facon analogue, on montre que l’image par g de l’ensemble des polyominos 
convexes dirigts a droite est l’ensemble 6’ des mots de Dyck bicolores s’ecrivant 
uoxxur x2.. . xxu,, et verifiant l’ensemble CB des trois conditions suivantes: 
(4 uoE{x}*, 
(‘4 
(cl il existe r I m tel que ui E {X}*{x}* pour 0 I i I r - 1 
et Ui E {Z]*{j>* pour r I i _< m. 
3.5. Polyominos convexes de G! 
Un polyomino verticalement convexe est un polyomino convexe de 1;4 (Fig. 10.3) si 
et settlement si il existe deux entiers p et r, 0 2 p < r 5 m, tels que: 
0 c(i I 0 pour 0 I i I p et CQ 2 0 pour i 2 p + 1, 
0 pi 2 0 pour 0 I i 2 r - 1 et Bi I 0 pour r < i < m. 
Done l’image par g de l’ensemble des polyominos convexes de ~2 est l’ensemble 
9 des mots de Dyck bicolores s’ecrivant uOx~ul XX.. . XXU,, et verifiant l’ensemble 
C, des trois conditions suivantes: 
(4 uoE{x)*, 
(4 il existe p et r, 0 I p < r I m, tels que ui E (p)*(x)* 
pour 0 I i i p, Ui E {X)*(X}* pour p + 1 5 i I r - 1 
et Ui E {.Y}*{j)* pour r I i I m. 
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3.6. Polyominos convexes de B 
Un polyomino verticalement convexe est un polyomino convexe de $22 (Fig. 10.4) si 
et seulement si il existe deux entiers p et r, 0 5 p < r 5 m, tels que: 
0 cli I 0 et Bi 2 0 pour 0 I i 5 p, 
0 Xi 2 0 et pi I 0 pour r 5 i I m, 
0 r*i=Bi=OpOUrp+ 1 <i<r- 1. 
Done l’image par g de I’ensemble des polyominos convexes de ~49 est l’ensemble 
9 des mots de Dyck bicolores s’icrivant uOxXul XX . . . XXU,, et verifiant l’ensemble 




no E {x)*9 
&I E {x>*, (C,) 
il existe p et r, 0 I p < r I m, tels que Ui E {y}*{x}* pour 0 5 i < p, 
24i=6pOUrp+lIi<r-letuiE{X}*{j}*pourr~i~m. 
Exemple. Nous donnons dans la Fig. 10 l’image par g d’un polyomino parallelog- 
ramme, d’un polyomino convexe dirige a gauche, d’un polyomino convexe de ~2 et 
d’un polyomino convexe de ~99’. 
Notations. On designera par 3 (respectivement d 8’ F 9) la serie generatrice _9_) _)_2 
formelle des mots de 9 (respectivement &, 6’, F, 9). On notera o(t’, x, q), (respective- 
ment E(t2, x, q), E,(t2, x, q), F(t2, x, q), G(t2, x, 4)) la sirie geniratrice des mots de 
29 (respectivement 8, I’, .9, Y), values par v(u) = t’xPq”, ok 
l 1 est la longueur de u, 
l p est le nombre de pits de U, 
l s est la somme des hauteurs des pits de U. 
Remarquons que l’application qui associe au mot a, ,..., a, le mot ~(a,,) . . . a(ar), ou 
a(x) = 2, a(.?) = x, a(y) = j et a(j) = y, lchange les mots de 8 et ceux de 6’. Ceci 
entraine que E = E’. 
En regroupant le Corollaire 1.3 et la Proposition 3.3, on obtient le: 
Lemme 3.4. Avec les notations ci-dessus, les sbries gbnbratrices des polyominos parallkl- 
ogrammes, convexes dirigk, convexes de ~2, convexes de ~3 et convexes, corn@& suivant 
la largeur, la hauteur et l’aire par x, y et q respectivement, sont: 
X(x, Y> 4) = YWY9 X/Y, q), 
Y(x, Y> 4) = YE(Y, X/Y2 41, 
A@> Y, 4) = YF(Y, X/Y> d 
B(x, Y, 4) = YG(Y> X/Y, d 
2(x, Y, q) = ~YF(Y, X/Y, 4) - YG(Y, X/Y, 4. 
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1. Polyomino pamllClogramme 
x 
2. Polyomino convexe dirig6 g gauche 
3. Polyomino convexe de ei 
4. Polyomino convexe de a3 
Fig. 10. Codage par g de polyominos convexes. 
4. Sysdme d’kquations 
4.1. Equations en variables non commutatives 
Pour obtenir ces irquations, portant sur les skies ghthatrices formelles des mots 
des langages 9, &‘, d’, F et 9, nous allons introduire d’autres langages, un peu plus 
gtkiraux. La gknkralisation Porte sur les lettres de la premike montke ou de la 
dernike descente des mots. 
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Ainsi, 8, (respectivement PI, gI) sera I’ensemble des mots de Dyck bicolores 
satisfaisant les conditions (b) et (c) de C, (respectivement C9, C,). La she girhatrice 
formelle des mots de bI (respectivement FI, 2JI) sera not&e f& (respectivement 
gI, gI) et la sCrie gCn&ratrice de ces mots, comptts suivant la valuation v dlfinie -- 
ci-dessus sera E, (respectivement F,, G, ). 
De m?me, 8; (respectivement F2, Fi2) sera l’ensemble des mots de Dyck bicolores 
satisfaisant les conditions (a) et (c) de Cg (respectivement C9, C,). La shie &nCratrice 
formelle des mots de 8; (respectivement F2, g2) sera not&e & (respectivement 
F2, 2J2) et la sCrie g&nCratrice de ces mots, comph suivant la valuation v, sera _- 
E’, (respectivement F2, G,). Remarquons que El = E;, F1 = F, et G1 = G2. 
Enfin, F-3 (respectivement Sj) sera l’ensemble des mots de Dyck bicolores 
satisfaisant la condition (c) de C9 (respectivement C,). La sCrie g&nCratrice formelle 
des mots de 9-3 (respectivement YS) sera not&e 6 (respectivement &) et la s&rie 
gtntratrice de ces mots, compth suivant la valuation v, sera F, (respectivement G,). 
4.2. Mats de Dyck 
Un mot de Dyck se factorise de faGon unique sous la forme XUXU, 01.71 u et v sont soit 
vides, soit eux-mzmes des mots de Dyck. 11 vient: 
4.3. Mots de & et bl 
Un mot de 8 se factorise de faGon unique sous la forme XUXV, oh: 
- si u est vide, v est soit vide, soit un mot de bl, 
_ sinon, u est &ment de 6 et v est soit vide, soit un mot de Dyck. 
De m&me, un mot de bI, s’il n’est pas dans 8, s’Ccrit yuXv, oti u est un mot de bI, et 
v est soit vide, soit un mot de Dyck. On a done: 
De faGon analogue, on obtient: 
c = xx + ;xx + XCX + 9X6’X -- 
; = c + xe’,y + 9xb;y. -- 
4.4. Mots de F, F1, F 2 
Un mot w de 9 admet 
v sont soit vides, soit des 
et F3 
une unique lcriture du type w = XUXV ou w = xujv, oii u et 
mots de Dyck bicolores. Plus prtcis&ment: 
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_ si w = xujv, le mot u est element de %, et u est element de {XX} +, Lest-a-dire que 
v s’ecrit (xX)“, avec n 2 1, 
- si w = XUXV, 
~ soit u est vide, auquel cas v est soit vide, soit un Clement de %i, 
_ soit u est element de b, auquel cas v est soit vide, soit element de &, 
_ soit u est element de %/&, et u est alors element de {xX}*, c’est-a-dire que 
v s’ecrit (xX)“, avec n 2 0. 
11 vient: 
% = xx + xX& + x&qa + ‘, + x(5 - cgx{xx)* + x&Y{.g+’ 
Des remarques analogues pour les mots de %i, %2, et %-3 menent a: 
& = % + y&X(8 + ‘, + y(fi - C&)+~}* + Y%_3Y{XX} +. - 
6 = % + (8 + )xs;j + {xX)*x(& - ;,y + {XX}+Ya,y. - 
fi = & + y&X(& + 8) + y(%_i - &l)+2}* + yfiy{xx}*. 
4.5. Mots de Y, gl, ‘S2 et 2J3 
Des factorisations analogues fournissent: 
g = xx + xX& + xZx{xx}* + x&j{xX} +, 
3-i = g + y~x{xx}* + y&j{xC} + 1 
9-2 = g + {xz}* x%j + {xx} + yFJ_& 
5 = 2 + y3_i,_(x,_}* + y3_3y{xx}*. 
4.6. Equations en variables commutatives 
Pour deduire du systeme precedent des equations portant sur les series genera- 
trices selon la valuation v des langages etudies, il faut regarder comment se 
cornportent les trois parametres d’enumeration: longueur (1), nombre de pits (p) 
et somme des hauteurs des pits (s), vis a vis des deux operations de concatknation 
et de dbcalage. Rappelons que la valuation d’un mot de Dyck colori: est 
v(u) = tlxPqS. 
ConcatCnation. Soient u et u des mots de Dyck color&: 
- l(uv) = l(u) + I(v), 
- P(UV) = P(U) + P(U), 
- s(w) = s(u) + s(u), 
et done v(w) = v(u)v(v). 
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DCcalage. Soient a et b des Uments de {x, y}, et u un mot de Dyck color& 
_ l(au6) = l(u) + 2, 
- P@Q = P(U), 
- s(aui;) = s(u) + p(u), 
et done v(au&) = t’v(~)l~+~~. 
Ces remarques mhent B la proposition suivante, dans laquelle on note S pour 
SO’, X, 4) et S(xq) pour s(t2, xq, 4). 
Proposition 4.1. Les sPries ginkratrices D, E, El, F, F1, F,, G, G1 et G3 dijinies plus 
haut sont likes par le systkme suivant: 
D = t’xq(l + D) + t2(1 + D)D(xq), 
E = t2xq -t t’xqE, + t2(1 + D)E(xq), 
El = E + t2(1 + D)EI(xq), 
F = t’xq + t2xqF1 + t2 E - 1 “;;xq E(xq) + 
t2 
1 - t2xq 
F(xq) 
+ t4Xq f-1 (xq), 
1 - t2xq 
t2xq 
1 - t2xq 
El (xq) + 
t2 
1 - t2xq 
FI (x4 
+ t4Xq F,(w), 
1 - Pxq 
! + Pxq 1 - t2xq F, (xq), 
G = t2xq + t2xqG1 + 
t2 
1 - Pxq 
G(xq) + t4Xq G1 (xq), 1 - t2xq 
t2 
G1=G+ 
1 - t2xq 
G1 (xd + t4Xq Ga (xq), 1 - t2xq 
t2 t2 
G3 = G1 + 
1 - t2xq 
G,(w) + 1 - t2xq 
G,(xq). 
Compte tenu du Lemme 3.4, cette proposition conduit B un syst&me de q-tquations 
liant les sCries ghtratrices des polyominos parall&logrammes, convexes dirigh et 
convexes. 
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Soient Yr, Z, , Z3, Bl et B3 les series formelles suivantes: 
Yl(4 Y> 4) = YE1 (Y? X/Y> 49 
ZI(X, Y, 4) = ~YFI(Y, X/Y> 4) - YGI(Y> X/Y, q), 
z3(.‘k Y, 4) = 2YF3(Y, X/Y, 4) - YG,(Y> x/Y> 4) 
BI(-T Y> 4) = YG, (Y> X/Y> q), 
B,(x, Y, 4) = YG,(Y, X/Y, 4). 
Proposition 4.2. Les skies gin6ratrices X, Y et Z des polyominos parallPlogrammes, 
convexes dirigh et convexes satisfont le systtme suivant: 
X(x)=X+ 
1 - xq 
y+x X(xq): 
1 - xq 
( ) 
:, (xI=+?&(;)+E(; x;)(;)(“y). 
($1=~( I) +&($j 
ff= y-xy4 
1 - xq 
et W= Y1 -xYq 
1 - xq’ 
D’autre part, la skrie gCn6ratrice des polyominos de B est fournie par: 
Preuve. On obtient un premier systeme d’tquations portant sur les series X, Y, Z et 
B en faisant le changement de variables (t”, x) + (y, x/y) dans les equations de la 
proposition prtctdente et en utilisant le Lemme 3.4 et les series formelles introduites 
ci-dessus. L’equation relative a X est alors celle annoncee dans le corollaire; elle est 
indtpendante des autres. Les autres equations se repartissent en trois groupes : le 
premier Porte sur Yet Yl et fait intervenir la strie X. Le second Porte sur Z, Zr et Z3 
et fait intervenir Y et Yl. Le dernier, relatif a B, Bl et B3, est autonome. 
Pour obtenir l’ecriture ci-dessus, il faut parvenir a remplacer les series de la forme 
S(x) apparaissant dans le membre de droite des equations par des series du type 
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S(xq). Indiquons briivement comment on pro&de en prenant I’exemple du premier 
groupe d’tquations. I1 s’krit: 
/Y=xyq+xqY, +(y+X)Y(xq), @I) 
!Y, = Y+(y+X)Y,(xq). (Ez) 
En reportant dans (E2) la valeur de Y don&e par (E,), il vient: 
y,=xyq+ 
1 - xq 
E (Vxq) + y1 (xq)). 
On obtient ensuite la valeur annoncke pour Y dans la proposition en remplaGant Y1 
par cette expression dans (E, ). 
On pro&de de faGon analogue pour les deux autres groupes. (Prkcisons que pour 
faire apparaitre Vet W dans le second groupe, on utilise les identitks du premier.) 0 
Nous disposons ainsi d’un systkme de q-tquations liant les skies gtntratrices des 
polyominos paralltlogrammes, convexes dirigks et convexes. 11 n’existe pas de 
mkthode systCmatique pour rlsoudre ce type d’kquations. En revanche, nous allons 
maintenant dkmontrer que ce syst;me fournit la solution de tous les problkmes 
d’knumkration de polyominos convexes relativement B la largeur, la hauteur, ou le 
ptrimitre. La plupart des rtsultats que nous obtiendrons sont dkjji connus. Toutefois, 
ceux relatifs aux polyominos de 39 sont nouveaux et assez remarquables: en particu- 
lier, la s6rie gkntratrice des kllments de 69 est rationnelle. 
5. Cas particulier: q = 1 
Lorsque q vaut un, le systtme don& dans la Proposition 4.2 se simplifie con- 
sidtrablement. La premikre kquation est alors algkbrique de degrC deux. Elle permet le 
calcul de la strie X. Connaissant X, le premier groupe est un systkme linkaire de 
Cramer en Y et Y, . 
Connaissant Y et Y, , le second groupe est B son tour un systkme de Cramer en Z, 
Z1 et Z,. 
Quant au troisikme groupe, c’est encore un systkme linkaire de Cramer; il est 
indkpendant des autres Cquations. 
On dkduit immtdiatement de ces remarques que les skies X, Yet Z, prises en q = 1, 
sont algkbriques, tandis que la skie B est rationnelle. Plus prkciskment, la rksolution 
des tquations m&e $ la proposition suivante. 
Proposition 5.1. La s&e gCnbatrice des polyominos paralltlogrammes (respectivement 
convexes dirigb, convexes, convexes de 99), comptb suivant la largeur (par x) et la 
hauteur (par y) est X (respectivement Y, Z, B) ok 
Codage des polyominos contiexes 39 
4x2 y2 
- X2Y - XY2 - XY(X - Y)') - 43/2’ 
B = xy(l - x)(1 - x - 2Y + Y2 - XY) 
(l-x-y@ ’ 
avec A = 1 - 2x - 2y - 2xy + x2 + y2. 
Le premier rtsultat est bien connu. Les deux suivants ont deja bte obtenus par 
Chang et Lin [3]. Ce sont d’ailleurs eux qui ont introduit les polyominos convexes 
dirigts. Le dernier resultat, lui, est nouveau. 
Les series gtniratrices comptant les polyominos suivant le perimetre seul (par t) 
s’obtiennent a partir de celles de cette proposition par le changement de variables 
x + t2 et y + t2. Leur developpement en t fournit alors le nombre de polyominos 
parallelogrammes, convexes dirigts, convexes ou convexes de .G? de ptrimetre donne. 
Proposition 5.2. (i) Le nombre de polyominos paralltlogrammes de phrimhre 2n + 2 est 
le niPme nombre de Catalan, soit (‘,“)/(n + 1). 
(ii) Le nombre de polyominos convexes dirigk de pbrimktre 2n + 4 est (2). 
(iii) Le nombre de polyominos convexes de pbrimbtre 2n + 8 est (2n + 11)4” 
- 4(2n + 1) (v). 
(iv) Le nombre de polyominos de g de phimdtre 2n + 8 est 6.4” + 2”. 
Proposition 5.3. (i) Le nombre de polyominos parall~logrammes b p colonnes et q lignes 
est 
(ii) Le nombre de polyominos convexes dirigks h p colonnes et q lignes est 
(iii) Le nombre de polyominos convexes 6 p colonnes et q lignes est 
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(iv) Le nombre de polyominos de .GB A p colonnes et q lignes est 
Preuve. (i) La skrie ghtratrice des polyominos parallClogrammes comptts suivant le 
pkrim2tre (par t) et la largeur (par X) est: 
2 = 1 - t2(1 + x) - Jz 
2 
oh d”= 1 - 2?(1 + x) + t4(1 - x)‘. 
Elle vtrifie l’lquation g/t2 = t’#(X”/t’), od 4(u) = (1 + u)(x + u). 
Une inversion de Lagrange mine alors A: 
dont on dkduit le rlsultat annonck. 
On obtient aussi: 
a= 1 - t2(1 + x) - 2 1 (Fj, X*(k If I>(;)). 
“21 
Posons s = t2; en dlrivant cette identitt relativement A s, il vient: 




= -(l-x)-2 1 t 
n>l ( 2n+ jl Xk(k ” l)(i))> 
dont on dkduit 




= -2 1 tZnm2(n+1) i 
tlZ1 k=l Xk(k” l)(l)). 
(ii) La skrie gknkratrice des polyominos convexes dirigh comptts suivant le 
ptrimitre (par t) et la largeur (par X) est, compte tenu du dheloppement de l/s 
donnk ci-dessus: 
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ce qui mene au resultat annonce. 
(iii) La serie gtneratrice des polyominos convexes comptts suivant la largeur (par 
x) et la hauteur (par Y) est xyR, - R2 oti 
- xy= - XY(X - Y)‘) 
et 
R22g 
On dtduit de l’expression obtenue en (i) pour - 4x/z312 que: 
R2=2 1 
p>z.q>2 
Par ailleurs, en posant x = n2 et y = u 2, RI devient une fraction rationnelle en u dont 
la decomposition en elements simples s’tcrit: 
RI = $n(u, t.) + m( - u, v) + m(u, - v) + m( - u, - II)), 
Or 
m(u, v) = 1 [ 
2-v v(1 - V) 





( ) P . 
En derivant par rapport a u cette identite, on obtient: 
1 P+q 
(1 -u-“)~=I’>ocy~o~pL’q(P+~+ 1) p ( 1 
11 vient: 
RI= 1 u2p”2q P4 + P + 4 
p>o.q>o JJ+4 
ce qui fournit finalement l’expression don&e dans la Proposition 5.3, compte tenu de 
la valeur de R,. 
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(iv) La skrie gkkratrice des polyominos de 98 est B = xy(1 - x)R, oti 
R=1-x-2y+yZ-XY 
(1 -x-y@ . 
En posant de nouveau x = u2 et y = v ‘, R devient une fraction rationnelle en u, dont 
la dkcomposition en klkments simples s’kcrit: 
R = a (m(u, v) + m( - u, v) + m(u, - v) + m( - u, - v)) + 1 
2(1 - u2 - z?)’ 
avec maintenant 
m(u, 0) = 
1 
2v(l - u - v)’ 
Ceci permet alors de calculer le coefficient de xpyq dans B et mine A la formule 
annoncte. 0 
Remarques. (1) Le premier rksultat, iii: aux nombres de Narayana, est bien connu. Le 
troisigme d&jA ttk obtenu par Gessel A partir de l’expression de la slrie gkkratrice des 
polyominos convexes donnCe par Chang et Lin, mais par une mkthode diffkrente, 
utilisant des formules qui dkoulent des propriktirs classiques des polyn6mes de 
Gegenbauer [lS]. Les deux autres formules sont nouvelles. 
(2) La symltrie des trois premikres expressions en p et q ttait prtvisible, puisque 
les paramitres hauteur et largeur ont mCme distribution sur les polyominos 
paralltlogrammes, convexes dirigls ou convexes. L’absence de symttrie de la 
dernike expression ktait d’ailleurs tout aussi prkvisible, pour des raisons 
analogues. 
(3) Enfin, il est amusant de noter que, d’aprls le second rirsultat de la Proposition 
5.3, le nombre de polyominos convexes dirigks de hauteur et largeur donntes 
est toujours un carrk. Une preuve bijective de cette formule inattendue reste A trouver. 
Note. Nous avons Cvoquk une autre voie d’approche pour l’lnumtration suivant 
l’aire des polyominos convexes, like A la notion d’empilements de pikes; elle mkne 
i une expression de la sttrie gkkratrice de ces objets, explicite mais assez complexe 
[l]. Une expression diffitrente, mais tout aussi complexe, a rtcemment iti: obtenue par 
Lin [lS]. 
Note du H/10/1993. Le syst6me d’tquations de la Proposition 4.2 est dksormais 
rtsolu: M. Bousquet-Mklou et J.M. Ftdou, The generating function of convex poly- 
ominoes: the resolution of a q-differential system, A paraitre dans Discrete Mathe- 
matics. 
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